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威布尔脆弱性比例危险模型的等级似然估计和应用
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摘　要：针对包含右删失的纵列生存数据，建立了威布尔分布的脆弱性半参数比例危险模型，为避免边际似然
的积分运算，采用等级似然方法估计协变量系数和随机效应的实现值，采用调整的轮廓等级似然方法估计随机

效应分布参数。并且通过模拟研究将威布尔脆弱性模型和对数正态脆弱性模型以及伽马脆弱性模型作了比较，

发现威布尔分布最适合半参数比例危险模型的脆弱性因子的分布设定。最后，将建立的模型用于分析肾病感染

数据和烧伤病人皮肤移植数据，结果表明威布尔脆弱性模型都给出了不弱于伽马脆弱性模型和对数正态脆弱性

模型的估计结果，而且威布尔脆弱性模型有助于诊断异质性问题。
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　　Ｃｏｘ［１］比例危险模型自从１９７２年提出以来一直
是占据生存数据分析的主要模型，在面对同一个体

的重复观测时 （或者数据按照不同来源分组时），

对生存数据的建模需要考虑个体的异质性影响。

Ｋｅｙｆｉｔｚ和Ｌｉｔｔｍａｎ发现忽略个体的异质性会导致对

协变量系数的估计有偏。Ｈｏｕｇａｒｒｄ与 Ａａｌｅｎ也发
现，忽略个体的异质性时，估计出的相对危险率都

有偏高的倾向，Ｌａｎｃａｓｔｅｒ对失业持续时间建模时，
发现模型中忽略脆弱性因子会导致低估协变量效

应。Ｐｉｃｋｌｅｓ等［２］对脆弱性模型的回顾性总结中表
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明，一般来说，模型中忽略异质性的影响会使得协

变量系数的估计向 ０这个方向接近。将脆弱性
（Ｆｒａｉｌｔｙ）因子引入模型就是考虑到这种不可忽略
的异质性。脆弱性模型是Ｃｏｘ提出的比例危险模型
的一个推广，脆弱性模型允许同一个体的重复观测

数据之间或者同一个组内的个体之间具有相关性，

广泛应用于多元生存数据分析中。

经典的脆弱性比例危险模型 ｈ（ｔｉｊｖｉ） ＝
ｈ０（ｔｉｊ）ｅｘｐ｛ｘｉｊβ＋ｖｉ｝＝ｈ０（ｔｉｊ）ｅｘｐ｛ｘｉｊβ｝ｕｉ，下标ｉｊ表
示第ｉ个体的第ｊ次重复观测。除了参数向量 β之
外，ｖ的分布函数 Ｆ（ｖ）以及基本危险率 ｈ０都是未
知的。在很多脆弱性比例危险模型的应用中，基本

危险率通常认为是不规则的形式，通过非参数方法

估计。有很多学者对基本危险率是非参数设定的脆

弱性模型的估计进行了研究，ＭｃＧｉｌｃｈｒｉｓｔ和Ａｉｓｂｅｔｔ
以及ＭｃＧｉｌｃｈｒｉｓｔ研究了对数正态脆弱性模型，利
用Ｃｏｘ的部分似然 （ＰａｒｔｉａｌＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄ）方法估计
参数，并且使用这种模型来分析肾感染的数据，但

是没有处理数据打结的情况。近年来的研究主要集

中于非正态脆弱性模型的估计，比如，出于数学上

处理的方便，Ｋｌｅｉｎ及 Ｎｉｅｌｓｅｎ等建立了伽马
（Ｇａｍｍａ）脆弱性模型的 ＥＭ算法。Ｈｏｕｇａａｒｄ建议
了三种脆弱性因子的分布：伽马分布、逆高斯

（ＩｎｖｅｒｓｅＧａｕｓｓｉａｎ）分布和正稳定 （Ｐｏｓｉｔｉｖｅｓｔａｂｌｅ）
分布，Ｈｏｕｇａａｒｄ［３］详细讨论了脆弱性因子的分布的
选择。ＥＭ算法在估计带有不可观测的协变量模型
是很有用的技术，见 Ｍｃｌａｃｈｌａｎ等［４］。ＥＭ算法的
收敛对初始值的选择和停止计算的规则非常敏感，

而且ＥＭ算法需要脆弱性因子在给定观测数据下的
条件期望，除了伽马分布，逆高斯分布等几种特定

的分布，一般情况下，无法写出解析表达式，而是

需要数值算法，而且参数估计的方差也不能直接获

得 （Ｌｏｕｉｓ，Ｊａｍｓｈｉｄｉａｎ等［５］）。

由Ｌｅｅ等［６］提出的带随机效应的广义线性模型

的等级似然 （ＨｉｅｒａｒｃｈｉｃａｃｌＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄ）估计方法，
允许随机效应因子是任何分布，等级似然方法近年

来开始应用于生存数据的混合模型估计，展现了良

好的应用前景。Ｈａ等［７］将等级似然估计方法用于

脆弱模型的估计，估计了随机效应 （脆弱性因子）

呈正态分布和 Ｇａｍｍａ分布的情形，并证明了在给
定随机效应分布参数的情况下，最大化边际似然得

到的协变量系数估计和最大化等级似然得到的协变

量系数估计是一致的。自此，等级似然估计方法在

纵列数据的生存分析与混合模型方面的应用研究进

一步展开，如Ｈａ等［８－９］、徐淑一等［１０］的研究。近

年来学术界关于等级似然方法的应用研究仍在继

续，如Ｌｅｅ等 ［１１］使用等级似然方法估计预测疾病

测绘时相对风险的的区间，模拟显示其不弱于贝叶

斯方法。Ｎｏｈ等 ［１２］使用等级似然建立非线性混合

效应模型处理纵向数据。Ｎｏｈ等［１３］使用等级似然

方法提供了一种减弱对数据缺失机制不正确假定的

影响并提供了实例和模拟研究。Ｌｅｅ等［１４］把等级似

然函数方法用于缺失数据的建模并应用于厚尾分布

的纵向数据分析。Ｗｕ等［１５］使用等级似然解决因子

分析模型中二元相应变量的情形，使用简单而且高

效。王宁宁等将该方法推广到 ＡＲ（１）相依结构
的脆弱性模型研究。

本文考虑Ｃｏｘ比例危险的脆弱性模型，允许数
据打结以及删失的情况下，假设脆弱性因子服从威

布尔分布。对固定参数的估计和随机效应实现的预

测采用联合最大化扩展似然方法，实际上扩展似然

即为等级似然，但是等级似然要求特定的随机效应

尺度，见Ｌｅｅ和Ｎｅｌｄｅｒ等；而随机效应分布参数则
采用调整的轮廓等级似然进行估计。本文推导了模

型的等级似然函数和估计过程，并将不同分布的脆

弱性模型做对比研究。

１　随机效应是威布尔分布的半参数
比例危险模型的估计

　　威布尔分布广泛应用于生存时间以及可靠性试
验的统计分析中，Ｐｅｔｏ和Ｌｅｅ认为在一定条件下失
效时间应该是威布尔分布。威布尔分布的危险率函

数是ｈ（ｔ）＝γｔγ－１（尺度参数设为１），当形状参数
γ大于 １时，危险率随时间而增加；当 γ等于 １
时，危险率函数是常数；当γ小于１时，危险率是
减函数。威布尔分布灵活的危险率形式使得它非常

适合作为生存时间的模型，在生命科学领域，已经

有许多的统计学家采用威布尔分布来分析数据。由

于威布尔分布的危险率函数的简单性和灵活性，威

布尔分布在多元生存分析中也非常有用。Ｋｉｍｂｅｒ
和Ｃｒｏｗｄｅｒ在对异质性建模时使用威布尔分布作为
生存分布，Ｌａｎｃａｓｔｅｒ在考虑异质性的持续数据的比
例危险模型中采用威布尔分布。

令Ｔｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｑ，ｊ＝１，２，…，ｎｉ）是第ｉ
个个体 （组）的第ｊ次重复观测，假定给定Ｕｉ＝ｕｉ
的的条件下，数据对 Ｔｉｊ，Ｃ( )

ｉｊ 是条件独立的，而

且Ｔｉｊ与Ｃｉｊ条件独立；并且给定Ｕｉ＝ｕｉ，｛Ｃｉｊ，ｊ＝
１，２，…，ｎｉ｝不含有 ｕｉ的信息。Ｃｉｊ为删失时间，设
Ｔｉｊ的条件危险率为比例危险形式，Ｕｉ之间独立同分
布，设其服从威布尔分布，考虑危险率函数

０４
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ｈｉ（ｔｕｉ）＝ｈ０（ｔ）ｅｘｐ｛ｘｉβ｝ｕｉｅｘｐ（－Ｅ（ｌｏｇｕｉ））

（１）
ｕｉ服从威布尔分布，其密度函数为

ｆ（ｕｉ）＝λρ（λｕｉ）ρ
－１ｅｘｐ｛－（λｕｉ）ρ｝ （２）

对脆弱性因子ｕｉ进行变换，使ｕｉ的对数为零均值，
令ｕｉ＝ｅ

ｗｉ，那么ｗｉ＝ｌｏｇ（ｕｉ）具有极值分布

ｆ（ｗｉ）＝
１
ｂｅｘｐ

ｗｉ－μ
ｂ －ｅｘｐｗｉ－μ( ){ }ｂ

（３）

此时，

Ｅ（ｗｉ）＝μ－γｂ，ｖａｒ（ｗｉ）＝
π２
６ｂ

２

上式中ｂ＝１
ρ
＞０，μ＝－ｌｏｇ（λ），－∞ ＜μ＜∞，

γ＝０５７２２… 是 Ｅｕｌｅｒ常数 （Ｋａｌｂｆｌｅｉｓｃｈ和 Ｐｒｅｎ
ｔｉｃｅ），再考虑变换ｖｉ＝ｗｉ－Ｅ（ｗｉ），则

ｆ（ｖｉ，ｂ）＝
１
ｂｅｘｐ－γ＋

ｖｉ
ｂ－ｅｘｐ－γ＋

ｖｉ( ){ }ｂ
（４）

其中，Ｅ（ｖｉ）＝０，ｖａｒ（ｖｉ）＝
π２
６ｂ

２，由于常数部分可

以被基本危险率吸收，则Ｃｏｘ比例危险模型实际为
ｈｉ（ｔｕｉ）＝ｈ０（ｔ）ｅｘｐ｛ｘｉβ＋ｖｉ｝ （５）

于是，等级似然函数可以写成

ｈ＝∑
ｉ，ｊ
ｌ１ｉｊ＋∑

ｉ
ｌ２ｉ＝ｌ１＋ｌ２ （６）

其中

ｌ１ｉｊ＝δｉｊ｛ｌｏｇλ０（ｙｉｊ）＋ηｉｊ｝－｛Λ０（ｙｉｊ）ｅｘｐ（ηｉｊ）｝

（７）

ｌ２ｉ＝－ｑｌｎｂ－ｑγ＋
１
ｂ∑

ｑ

ｉ＝１
ｖｉ－ｅ

－γ∑
ｑ

ｉ＝１
ｅｘｐ（

ｖｉ
ｂ）

（８）
（７）式中ηｉｊ＝ｅｘｐ（ｘｉβ＋ｖｉ），等级似然函数ｈ＝

ｌｏｇ｛∏ｉｊ
ｆ（Ｔｉｊ，β；ｘｉｊｖｉ）ｆ（ｖｉ）｝， 其 中 ｆ（Ｔｉｊ，β；

ｘｉｊｖｉ）ｆ（ｖｉ）为Ｔｉｊ和随机效应 （ｖｉ）的联合密度函
数。可以将等级似然看作是关于β和ｖ的联合似然
函数，ｖ是不可观测的随机效应的实现，也就是说
可以将ｖ当成一个固定参数来处理，因为，给定 ｙ
的观测值，随机效应ｖ的实现值就是一个固定的常
数，关于β和ｖ最大化等级似然可以得到 β和 ｖ的
估计，这样就避免了高维积分的计算，而且得到随

机效应的估计为最优无偏预测 （ＬｅｅａｎｄＮｅｌｄｅｒ）。
对基本危险率的估计，采用 Ｂｒｅｓｌｏｗ的最大似然估
计结果，将 Ｔｉｊ从小到大排序得到：Ｔ１，Ｔ２，…，ＴＫ，

其中Ｋ＝∑
ｑ

ｉ＝１
ｎｉ，Ｈ０（ｔ）与ｈ０（ｔ）的非参数极大似然

估计为

Ｈ^０（ｔ）＝ ∑
ｋ：ｙ（ｋ）≤ｔ

ｄ（ｋ）
∑

ｉｊ∈Ｒ（ｙ（ｋ））
ｅｘｐ（ηｉｊ）

，

ｈ^０（ｔ）＝ ∑
ｋ：ｙ（ｋ）≤ｔ

ｄ（ｋ）
∑

ｉｊ∈Ｒ（ｙ（ｋ））
ｅｘｐ（ηｉｊ{ }）

上式中ｄ（ｋ）为个体在时间 Ｔｋ发生感兴趣事件的数

目，Ｒ（ｙ（ｋ））表示在时间 Ｔｋ的危险集。将 Ｈ^０（ｔ）和

ｈ^０（ｔ）代入到等级似然函数ｈ中，得ｈ ＝ｈ｜Λ^０（ｔ），
去掉与参数无关的项，可以得到

ｈ ∝∑
ｉｊ
｛δｉｊ（ｘ′ｉｊβ＋ｖｉ）｝－

∑
ｋ
ｄ（ｋ）ｌｎ｛∑

ｉｊ∈ｙ（ｋ）

ｅｘｐ（ηｉｊ）｝＋∑
ｉ
ｌ２ｉ （９）

对ｈ 关于β，ｖ一起最大化，可以得到 β和 ｖ的估
计，估计过程采用ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ迭代。

对随机效应分布参数 ｂ的估计，Ｌｅｅ和 Ｎｅｌｄｅｒ
建议使用最大化调整的轮廓似然估计，调整的轮廓

似然为

ｈＡ ＝ｈ ＋
１
２ｌｏｇ｛ｄｅｔ（２πＪ

－１）｝，

Ｊ＝ －２ｈ

（β，ｖ）（β，ｖ）′
（１０）

　　ｈＡ 是非线性函数，要估计 ｂ，仍需要采用迭
代算法，在精确计算出 ｈＡ 对 ｂ的一、二阶导数之
后，可以调用ＳＡＳ的最优化模块完成。其中Ｊ－１为
估计量的方差协方差阵，我们用 ｈＡ 关于 ｂ的二阶
导数的相反数的逆作为ｂ的估计的方差的近似。

２　各种随机效应模型的比较和模拟研究
为了进一步研究不同的脆弱性模型，下面对随

机效应的不同分布生成模拟数据，采用不同的脆弱

性模型进行估计。为了进行比较，也把带有随机效

应生成的生存数据用一般的Ｃｏｘ比例危险模型进行
估计并和随机效应模型估计结果进行比较，用以检

查忽略随机效应对模型估计的影响，模型设为

ｈ（Ｔｉｊｕｉ）＝ｈ０（Ｔｉｊ）ｅｘｐ（ｘ′ｉｊβ）ｕｉ＝
ｈ０（Ｔｉｊ）ｅｘｐ（ｘ′ｉｊβ＋ｖｉ） （１１）

其中，ｉ＝１，２，…，ｑ，ｊ＝１，２，…，ｎｉ，也就是说假定ｑ
个病人，每个病人有ｎｉ个重复观察；或者观察数据
按照其自然状态有ｑ个组，每个组内有ｎｉ个个体。

我们先生成正态分布随机效应的生存数据，数

据生成过程允许右删失。设ｕｉ服从对数正态分布，
那么ｖｉ就服从正态分布，分布密度函数为 ｆ（ｖｉ，ａ）

＝ １
２槡πａ
ｅｘｐ－

ｖ２ｉ
２( )ａ 。为了模拟方便，假定基本危

１４
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险率ｈ０（Ｔｉｊ）＝１，首先生成正态分布的随机效应数
据ｖｉ，设方差ａ＝１，只有一个协变量ｘ，协变量
ｘ一半取值为１，一半取值为０，协变量通过随机
效应模型 （１１）影响危险函数，给定随机效应的
情况下，则可以由参数是 ｅｘｐ（Ｘｉｊβ＋ｖｉ）的指数分
布生成事件发生时间，假设 β的真值是 －２，之所
以将协变量系数设置为负数，是因为若设其为正

数，生成的生存时间太小，很不方便比较；设删失

时间来自参数为θｉｊ＝（
ρ
１－ρ

）λｉｊ的指数分布，其中

ρ为删失率。设删失率分别为０１、０３、０５三种
情形生成数据，分别进行一般Ｃｏｘ模型、正态脆弱
性模型、伽马脆弱性模型、威布尔脆弱性模型进行

估计，模拟进行２００次。结果列在表１中。

表１　正态随机效应生成的生存数据的估计结果１）

Ｔａｂｌｅ１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｌｏｇｎｏｒｍａｌｄａｔａｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

删失率 模型
回归系数β

ＭＥＡＮ（绝对误差） ＳＤ ＳＥ ９５％ＣＰ

方差参数ａ

ＭＥＡＮ ＳＤ ＳＥ ９５％ＣＰ

０１

Ｃｏｘ －１３４６９（０６５３１） ０２００６ ０１７３２ ００８１ － － － －

ＬＮＭ －２０１０７（００１０７） ０２０１６ ０２０３５ ０９４７ １０６５１ ０４４１８ ０３４７６ ０８６２

ＧＡＭ －１９９８６（０００１４） ０１９９７ ０２０４４ ０９４３ １４４２９ ０５８５８ ０４３１７ －

ＷＥＬ －２０３３６（００３３６） ０２０１４ ０２０５９ ０９５２ １０４９４ ０２０５６ ０１４４５ －

０３

Ｃｏｘ －１３３３９（０６６６１） ０２１５５ ０１９５３ ０１０５ － － － －

ＬＮＭ －１９５１３（００４９０） ０２１６８ ０２２７１ ０９６４ １０２５５ ０４２３２ ０３３６２ ０８６８

ＧＡＭ －１９３７０（００６３０） ０２１５９ ０２２８２ ０９５９ １５２９４ ０６３６２ ０４６４５ －

ＷＥＬ －１９８７６（００１２４） ０２１６３ ０２３０５ ０９５９ １０１９８ ０１８０５ ０１４１５ －

０５

Ｃｏｘ －１３７４５（０６２５５） ０２６１４ ０２３４２ ０２６４ － － － －

ＬＮＭ －１９１９６（００８０４） ０２８０７ ０２６６６ ０９１７ ０９４６６ ０４１５１ ０３１４２ ０８０５

ＧＡＭ －１８９６６（０１０３４） ０２７５７ ０２６７５ ０９０２ １７１８７ ０６８９４ ０５３８８ －

ＷＥＬ －１９８８４（００１１６） ０２９５５ ０２７１２ ０９２９ ０９７１３ ０１５８７ ０１３５６ －

１）Ｃｏｘ是指Ｃｏｘ比例危险模型，ＬＮＭ指对数正态脆弱性模型，ＧＡＭ指伽马脆弱性模型，ＷＥＬ指威布尔脆弱性模型；
ＭＥＡＮ指２００次模拟估计的平均值，ＳＤ是２００次模拟估计的标准离差，ＳＥ是指平均的标准差，９５％ＣＰ为９５％的置信区间
包含参数真值的比例。下面表２、表３相同

　　由表１可以发现，删失率为０１时，三种随机
效应模型的估计结果差别不大，尤其是伽马脆弱性

模型的估计最为精确，绝对误差为０００１４，似乎
最为合适的脆弱性模型应该是伽马脆弱性模型。删

失率的增加到０３时，不再是伽马脆弱性模型估计
最精确，而是威布尔脆弱性模型估计最精确，绝对

误差为００１２４，而此时伽马脆弱性模型最差。删
失率增加到０５时，这种变化趋势已经很明显了，
此时威布尔脆弱性估计最精确，绝对误差仅为

００１１６，而且和相对低的删失率情况下估计结果
差别很小，而其它两种脆弱性模型误差都比较大，

尤其伽马脆弱性精确度很差。从这三种脆弱性模型

的估计结果来看，假如真实的随机效应是对数正态

的，估计时分布的误设带来的误差不是很明显，然

而，当删失率提高时，威布尔脆弱性模型却能大大

改善回归系数的估计。进一步地，我们发现，模拟

估计的标准差和平均的 ＳＥ基本一致，说明用等级
似然函数关于参数的二阶导数矩阵地相反数地逆作

为估计的方差也很精确。

接下来我们生成伽马随机效应的生存数据，设

ｆ（ｕｉ，α）＝
αα

Γ（α）
ｕα－１ｉ ｅ

－αｕｉ为随机效应 ｕｉ的分布，

Ｅ（ｕｉ）＝１，ｖａｒ（ｕｉ）＝
１
α
，我们仍设基本危险率

ｈ０（Ｔｉｊ）＝１，设ａ＝１。估计结果列在表２中。

２４
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表２　伽马随机效应生成的生存数据的估计结果
Ｔａｂｌｅ２　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒｇａｍｍａｄａｔａｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

删失率 模型
回归系数β

ＭＥＡＮ（绝对误差） ＳＤ ＳＥ ９５％ＣＰ
方差参数ａ

ＭＥＡＮ ＳＤ ＳＥ ９５％ＣＰ

０１

Ｃｏｘ －１５８８４（０４１１６） ０２０８１ ０１８８０ ０４０２ － － － －
ＬＮＭ －２０３９２（００３９２） ０２０６９ ０２０７２ ０９４５ １０１６９ ０５６７１ ０３３２３ ０７０８
ＧＡＭ －２００１７（０００１７） ０１９８５ ０２０６１ ０９６４ １７０９４ １１５９２ ０５２８２ ０７３５
ＷＥＬ －２０６６６（００６６６） ０２０８６ ０２０８５ ０９２７ ０８７６２ ０２４３８ ０１１４１ ０５６４

０３

Ｃｏｘ －１５５５７（０４４３０） ０２０２４ ０２１２０ ０４１８ － － － －
ＬＮＭ －１９６３８（００３６２） ０２１７９ ０２３１５ ０９５９ ０９６２５ ０５３６５ ０３１６２ ０７３１
ＧＡＭ －１９２８５（００７１５） ０２１５０ ０２３０５ ０９４２ １７１７３ ０８２８９ ０５３１４ ０８２７
ＷＥＬ －１９９５８（０００４２） ０２２８０ ０２３３２ ０９２９ ０８８２７ ０２１８８ ０１１６５ ０６３４

０５

Ｃｏｘ －１５６６９（０４３１１） ０２６０５ ０２５１０ ０５５５ － － － －
ＬＮＭ －１９４３９（００５６１） ０２８３３ ０２７０７ ０９２６ １０５５５ ０６１９７ ０３４９５ ０７３０
ＧＡＭ －１９１１０（００８９０） ０２７４０ ０２６８５ ０９１２ １５８１６ ０７８９７ ０４９３７ ０８６７
ＷＥＬ －１９４４６（００５５４） ０２７４２ ０２６８７ ０９３２ ０７９０８ ０１７０９ ０１０４７ ０４７５

　　由表２的结果可以看出，删失率为０１时，三
种随机效应模型估计结果差不多，绝对误差都比较

小，伽马模型估计的最精确，但是删失率增加到

０３，再增加到０５的时候，伽马脆弱性模型估计
结果不如另外两种模型精确，这种变化趋势很明

显，尤其删失率比较高时，比如说０５时，威布尔
脆弱性模型估计最为精确，对数正态模型次之。

我们考虑威布尔随机效应分布的生存数据的模

拟估计，设随机效应ｖｉ分布为 ｆ（ｖｉ，ｂ）＝
１
ｂｅｘｐ｛－

γ＋
ｖｉ
ｂ－ｅｘｐ（－γ＋

ｖｉ
ｂ）｝，设基本危险率ｈ０（Ｔｉｊ）＝

１，ｂ＝１，估计结果列在表３中。为估计方便，估计

过程中采用了再参数化，令δ＝１ｂ，估计δ的值，

因为ｂ的真值为１，因此，δ的真值仍为１。模拟结
果表明，删失率比较低时，威布尔随机效应的生存

数据估计结果都很精确，如表３所示，删失率为
０１，威布尔脆弱性模型估计的参数精度达到绝对
误差仅为０００４２，意味着相对误差仅为０２１％，
另外两种脆弱性模型估计结果也不错，但不如威布

尔脆弱性模型。删失率提高到０３再到０５时，威
布尔脆弱性模型估计协变量参数的相对误差都在

３５％以内，绝对误差在００７之内，伽马模型和对
数正态模型估计的精度都差不多，随删失率的变化

也差不多，在删失率为０５时，伽马模型和对数正
态模型估计的精度比威布尔模型低一半左右。

表３　威布尔随机效应生成的生存数据的估计结果
Ｔａｂｌｅ３　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｕｎｄｅｒＷｅｉｂｕｌｌｄａｔａｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓ

删失率 模型
回归系数β

ＭＥＡＮ（绝对误差） ＳＤ ＳＥ ９５％ＣＰ
方差参数δ

ＭＥＡＮ ＳＤ ＳＥ ９５％ＣＰ

０１

Ｃｏｘ －１０９５６（０９０４４） ０２１４１ ０１６２９ ０００９ － － － －
ＬＮＭ －１９７６０（００２４０） ０２１１５ ０２０２２ ０９３２ １６１３７ ０７３０５ ０５２５２ ０８８６
ＧＡＭ －１９８０２（００１９８） ０２１２０ ０２０４１ ０９３６ １１２８５ ０４２１５ ０３２８７ ０９３６
ＷＥＬ －１９９５８（０００４２） ０２１３４ ０２０４９ ０９３５ ０９７８７ ０１８４５ ０１３９０ ０８５７

０３

Ｃｏｘ －１０８８７（０９１１３） ０２２４６ ０１８４５ ００２３ ０ ０ ０ ０
ＬＮＭ －１９２０６（００７９４） ０２４０８ ０２２５３ ０９０５ １５３４３ ０７０１２ ０５００６ ０９０９
ＧＡＭ －１９２５４（００７４６） ０２４０３ ０２２７８ ０９０９ １１６９１ ０４５９４ ０３４４１ ０９５９
ＷＥＬ －１９４６６（００５３４） ０２４１８ ０２２８５ ０９２２ ０９６２５ ０１７０６ ０１３６８ ０８４４

０５

Ｃｏｘ －１１１５７（０８８４３） ０２７９１ ０２２１２ ００８２ － － － －
ＬＮＭ －１８６０５（０１３９５） ０２８７０ ０２６４０ ０８７２ １４１７６ ０７２５８ ０４６６０ ０８４９
ＧＡＭ －１８６４９（０１３４１） ０２８６１ ０２６７５ ０８９９ １３２４５ ０６３７４ ０４０３１ ０９４０
ＷＥＬ －１９３０５（００６９５） ０２８８７ ０２７０１ ０９３０ ０９１５８ ０１５４３ ０１３０９ ０８１６

３４
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　　上述三种分布的随机效应生存数据的模拟估计
还显示：如果不采用随机效应模型，协变量系数的

估计将会严重偏离，整体上均呈现高估的趋势，绝

对值上是低估，这说明，如果模型中忽略异质性

（Ｆｒａｉｌｔｙ）的影响，会使得估计结果存在很大谬误。
模拟还发现，即使采用了错误的脆弱性模型，也比

不用脆弱性模型估计结果好得多，这说明，实际

中，对纵列生存数据建模和估计，要非常小心数据

是否存在个体或者组别的异质性，以及注意模型是

否忽略了重要因素而导致估计不准确。在实际中，

我们推荐使用威布尔脆弱性模型。

模拟研究还发现，用不正确的脆弱性模型以及

随着删失率的增加，估计也呈现高估趋势 （协变

量参数在绝对之上是低估趋势）。究其原因，我们

认为是由于随机效应的存在，一方面增加了参数估

计的不确定性，另一方面，由于随机效应问题，使

得生存数据的波动存在于两个方面，一是协变量的

影响，二是随机效应的影响，如果随机效应高估，

那么协变量参数会呈现低估现象。观察表１到表３
的模拟结果，我们发现，当随机效应方差低估时，

协变量系数会高估；当随机效应方差高估时，协变

量系数则低估。

威布尔随机效应生成的生存数据，用威布尔脆

弱性模型估计的随机效应分布参数也相当精确，δ
的真实值为１，删失率为０１、０３、０５时估计的
参数分别为 ０９７８６９（０１８４４５）、０９６２５３
（０１７０６）、０９１５８３（０１５４３２），括号内为模拟
估计的标准差，可以看出，他们也是显著的，而

且，对威布尔随机效应模拟的数据，用调整的轮廓

等级似然函数的二阶导数估计方差，也是比较精确

的，因为估计的标准差和用二阶导数计算的平均的

ＳＥ差别不大，仅有一点高估。其它两种脆弱性模
型的随机效应分布参数的估计也很精确，但是估计

量的方差用调整的轮廓似然的二阶导数计算则偏误

较大。由于不同随机效应分布的参数涵义不一致，

不同脆弱性模型随机效应参数的直接比较没有意

义，但是按照和数据生成过程一致的脆弱性模型估

计的随机效应分布参数与真值非常接近。

模拟还显示，对带有随机效应的生存数据，不

能忽略随机效应的存在，否则，Ｃｏｘ模型会有很大
偏误。对不同随机效应的生存数据，当然理论上是

能够使用真实分布的脆弱性模型估计会很好，但是

模拟研究发现，对正态分布、伽马分布、威布尔分

布这三种随机效应的生存数据来说，威布尔脆弱性

模型估计结果显示出很大的优势，尤其当删失率提

高时，这种优势最为明显。那么，我们可以得出这

样的结论，当数据存在较大比例的删失时，不妨采

用威布尔脆弱性模型。至于为何威布尔脆弱性模型

显示出这么明显的优势，还有待于进一步研究。本

文本文模拟采用的样本容量为２００，而实际上样本
容量为５０的情况下，本文的模型也给出了非常类
似的结果，这表明等级似然估计方法应用于脆弱性

模型估计的时候对于小样本情形有很好的近似。

３　应用实例
下面对文献上常见的两个纵列生存数据的例子

用前面讨论的各种脆弱性模型进行估计，一个是肾

病感染数据，另一个是烧伤病人皮肤移植数据。

肾病感染数据来自于ＭｃＧｉｌｃｈｒｉｓｔ和Ａｉｓｂｅｔｔ，总
共有３８个肾病患者做便携式肾透析，记录下在导
管插入处发生感染的时间，从导管插入开始时记录

时间，每个患者均被记录了两次发生感染的时间，

如果某次感染发生时，导管已经由于感染或其它原

因被移除，则这次感染时间被记录为删失。研究中

主要考虑五个协变量的影响：年龄，用 ｘ１表示；
性别，用ｘ２表示，ｘ２ ＝１为女性，ｘ２ ＝０为男性；
是否为血球性肾炎用ｘ３表示，ｘ３＝１表示是血球性
肾炎，否则ｘ３＝０；是否为急性肾炎，用ｘ４表示，
ｘ４＝１表示是急性肾炎，否则ｘ４＝０；是否为多囊
肾病，用ｘ５表示，ｘ５＝１表示是多囊肾病，否则ｘ５
＝０否则。考虑每个病人的异质性，建立脆弱性模
型为

Ｈ（ｔｉｊｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５；ｕｉ）＝ｈ０（ｔｉｊ）·
ｅｘｐ（β１ｘ１ｉｊ＋β２ｘ２ｉｊ＋β３ｘ３ｉｊ＋β４ｘ５ｉｊ＋β５ｘ５ｉｊ＋ｖｉ），

ｉ＝１，２，…，３８，　ｊ＝１，２
每个病人有一个异质性因子 ｖｉ，以此来体现每个
病人两次感染之间的联系。对肾感染数据，采用一

般Ｃｏｘ比例危险模型、对数正态脆弱性模型、伽马
脆弱性模型、以及威布尔脆弱性模型进行估计，结

果列在表４中，可以看出，性别比较显著，是个危
险因素，这说明男性比女性更容易发生感染，这个

结果与 ＭｃＧｉｌｃｈｒｉｓｔ和 Ａｉｓｂｅｔｔ使用的边际似然估计
的结果一致。不同脆弱性模型估计结果有一定的差

别，而且都显示存在显著的随机效应，也就是说不

同病人除了性别以及疾病类型之外，还有明显的个

体差异。

４４
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表４　肾感染数据的各种模型估计结果
Ｔａｂｌｅ４　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｋｉｄｎｅｙｄａｔａ

Ｃｏｘｍｏｄｅｌ Ｌｇｎｏｒｍａｌｆｒａｉｌｔｙ Ｇａｍｍａｆｒａｉｌｔｙ Ｗｅｉｂｕｌｌｆｒａｉｌｔｙ

β１
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）

０００１１５１
（００１０９４６）
（０９１６２８５）

０００２３７８
（００１５９９７）
（０８８１８２８）

０００１４０６
（００１３９７３９）
（０９１９８６３）

００００２４８
（００２０７２０）
（０９９０４３１）

β２
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）

－１４４２４１０
（０３５４１６７）
（４６５Ｅ－０５）

－１７２７６１６
（０４８９９６７）
（００００４２２）

－１６８７３２２
（０４５３１２３）
（００００１９６）

－２０６８９０４
（０６２２４３４）
（００００８８８）

β３
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）

０１３６１８３
（０４０４７９１）
（０７３６５４８）

０２６２８６７
（０５８２８１６）
（０６５１９６９）

０２５４７０５
（０５１７８０４）
（０６２２７９４）

０４６９１６８
（０７４４８０３）
（０５２８７４６）

β４
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）

０５２６２６６
（０４１４２０４）
（０２０３８８９）

０６９４９５８
（０５９５１８９）
（０２４２９５８）

０６７３６８３
（０５２９８８８）
（０２０３５９８）

０９３２９７９
（０７５５４５０）
（０２１６８３１）

β５
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）

－１３５４０２０
（０６２６７９８）
（００３０７５６）

－１００８４９６
（０８６０７２９）
（０２４１３２７）

－０８５３４４６
（０８４２２２９）
（０３１０９０８）

－０３３５６７７
（１０７９９５２）
（０７５５９３３）

ａ
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）
－

０６９１９５２
（０２０８７９０）
（００００９１９）

２７５９４６６
（０８４３１１５）
（０００１０６４）

０８７８５１４
（０１０３４６１）
（０）

　　但是 Ｋｌｅｉｎ的伽马边际似然方法给出的结果和
一般Ｃｏｘ模型结果类似，而且利用 Ｋｌｅｉｎ的检验说
明该例不存在个体异质性。通过上一章的模拟研

究，我们发现用调整的等级轮廓似然的二阶导数估

计随机效应分布参数估计值的方差会偏低，但偏低

并不是很严重，本例的估计结果显示存在个体异质

性。Ｋｌｅｉｎ的异质性检验方法是个很一般的检验，
功效往往很弱，经常检验不出异质性。Ｙｕｓ
ＴＢＯＥＮＧ在他的博士论文研究中对参数基本危险
率的威布尔脆弱性模型估计结果也证实存在个体异

质性，而且提出了针对威布尔分布的基本危险率的

得分检验证实存在异质性。根据上一节的模拟研究

结论，当数据存在适量删失时，建议采用威布尔

Ｆｒａｉｌｔｙ模型。

皮肤移植数据来自 Ｂａｔｃｈｅｌｏｒ和 ｈａｃｋｅｔｔ，研究
了１６个严重烧伤的病人，由于每一个病人多块皮
肤需要移植，研究每块皮肤的治疗效果，有的病人

只有一块皮肤移植，而有的病人有多块，这是一个

非平衡的观测数据，不同病人做皮肤移植的块数不

同，最多的有四块，因此同一个体可以有多个生存

时间，适合建立脆弱性模型研究。这个数据只考虑

了一个协变量因素，就是人白细胞抗原 （ｈｕｍａｎ
ｌｅｕｋｏｃｙｔｅａｎｔｉｇｅｎ，ＨＬＡ）的匹配好坏，模型设为：
Ｈ（ｔｉｊｘ；ｕｉ）＝ｈ０（ｔｉｊ）ｅｘｐ（β×ＨＬＡｉｊ＋ｖｉ），ＨＬＡ为１
表示匹配的好，０表示匹配的不好，ｉ＝１，２，…，１６，ｊ
＝１，…，ｎｉ。采用一般Ｃｏｘ比例危险模型和三种脆弱
性模型进行估计，结果列在表５中。

表５　皮肤移植数据的各种模型估计结果
Ｔａｂｌｅ５　 Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｋｉｎｄａｔａ

Ｃｏｘｍｏｄｅｌ Ｌｇｎｏｒｍａｌｆｒａｉｌｔｙ Ｇａｍｍａｆｒａｉｌｔｙ Ｗｅｉｂｕｌｌｆｒａｉｌｔｙ

β
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）

－１０２８５８７
（０４２６４２６）
（００１５８６０）

－１３５３２１８
（０４９２１１６）
（０００５９６３）

－１１６７２８８
（０４６４８５３）
（００１２０３６）

－１３８６３０３
（０５０７３２７）
（０００６２８４）

ａ
（ｓｄ）

（ｐ＿ｖａｌｕｅ）
－

１４４４３８６４
（０５６６５３０）
（００１０７８７）

１７８５５５
（０７０２５６１）
（００１１０３８）

０７５９６７９
（０１２４６９３）
（１１１２２Ｅ－９）

５４
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　　我们发现，ＨＬＡ的影响是显著的，是影响皮
肤移植生存的重要因素，不同脆弱性模型估计结果

差别很小，对数正态脆弱性模型和威布尔脆弱性模

型估计结果比较接近，伽马脆弱性模型和Ｃｏｘ模型
估计结果比较接近，而且都显示了存在显著的随机

效应，尤其是威布尔模型，显示个体存在明显的异

质性。

４　结　论
本文主要考察了并非指数族分布的威布尔脆弱

性模型的建模，使用等级似然方法对其进行估计。

结果显示，等级似然方法可以很好给出威布尔脆弱

性模型的估计结果，调整的轮廓等级似然可以用来

估计得到精确的随机效应的参数。模拟结果显示在

纵列持续数据分析和应用中，对带有随机效应的生

存数据，不能忽略随机效应的存在，否则，Ｃｏｘ模
型会有很大偏误。对不同随机效应的生存数据，当

然理论上是能够使用真实分布的脆弱性模型估计会

很好，但是模拟研究发现，对正态分布、伽马分

布、威布尔分布这三种随机效应的生存数据来说，

威布尔脆弱性模型估计结果显示出很大的优势，尤

其当删失率提高时，这种优势最为明显。本文模拟

和应用研究均表明，等级似然估计在实际应用中对

于中等以下规模 （样本容量５０以下）的样本数据
具有很好的稳健性。因此，除了伽玛脆弱性模型和

对数正态脆弱性模型之外，威布尔脆弱性模型是也

是一个非常值得应用的模型。
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